
無字證明，按圖索驥：正整數立方和公式 
對任何正整數 n，我們有 

2
3 3 3 3 11 2 3 ( 1)

2
n n n        

 . 

 
【無字證明】 

2n n  

    22 2 24 1 1 2 2 1n n n n           

【按圖索驥】 
1. 先在方格紙中，由上往下數的第一層放入一個1 1 的紅色正方形，第二層放入二個

2 2 的紅色正方形，…，第 n 層放入 n 個n n 的紅色正方形，並將其緊密排齊，

如上圖所示，可知紅色正方形的總面積為 2 2 21 1 2 2 n n      。 
 

2. 將所有的紅色正方形順時針旋轉90後著上藍色，堆疊在紅色正方形的左上方；再將

所有的紅色正方形順時針旋轉180後著上黃色，堆疊在藍色正方形的右上方；最後

將所有的紅色正方形順時針旋轉270後著上綠色，堆疊在黃色正方形的右下方，如

上圖所示，且知每種顏色的正方形總面積均為 2 2 21 1 2 2 n n      。 
 



3. 觀察可發現四種不同顏色的正方形可拼貼而成一個邊長為  n n n   的大正方形，

因此四種顏色的正方形總面積恰為大正方形的面積，即 

    22 2 24 1 1 2 2 n n n n n           , 

化簡後可得    23 3 3 11 2 ( 1)
4

n n n     。 
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2. 賞析： 
此證明的手法在立方和公式中相當普遍，主要將正方形重組、拼貼後，透過不同的

面積求和方法來推導公式，過程中雖然稍嫌技巧，但對於平時接觸較多代數證明的

學生而言，勢必有耳目一新的感覺，也能從視覺的角度來欣賞數學之美。 
    
3. 領域與評量： 
 

數學領域 年級 適合腳本 評比 

■數與量(N) 
□代數(A) 
□空間與形狀(S) 
□坐標幾何(G) 
□函數(F) 
□資料與不確定性(D) 

□國一 
□國二 
□國三 
■高一 
□高二 
□高三 

□靜態文本 
■動態表演 

★ 

★

★
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